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1. Funcion primitiva

< DEFINICION:

Una funcion F(x) es una primitiva de f(x) cuando F(x) tiene por derivada la funcion

f(x):
F(x) es primitiva de f(x) < F'(x) =f(x)

EJEMPLOS:
a) La funcion F(x) =x’es una primitiva de f (x) = 3x?

1
2%

b) La funcién F(x) = /x es una primitiva de f (x) =

El calculo de primitivas se basa en el siguiente teorema fundamental del calculo
integral.

% TEOREMA:

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de la funcion f(x), entonces F(x)-G(x)=C, siendo C una
constante.

Demostracion:
Definamos la funcién H(x) =F(x)-G(x) y hallemos su derivada:H'(x) =F'(x)-G'(x)

Por hipdtesis, se verifica: F'(x) =G'(x) =f(x)

Luego: H'(x) =f(x) -f(x) = 0

Por tanto: H(x) =F(x)-G(x) =C

Como consecuencia de este teorema se deduce que para calcular todas las

primitivas de una funcién f(x) es suficiente con calcular una de ellas F(x), ya que cualquier
otra primitiva def(x) sera de la forma F(x) + C, siendo C una constante.

EJEMPLO: Calcular las primitivas de la funcién f(x)=2x.
La funcidn F(x) =x? es una primitiva de f(x)=2x, pues F'(x) = 2x =f(x).
Las infinitas primitivas de f(x)=2x son de la forma G(x) = x2 + C, siendo C una constante.
El célculo de primitivas es, pues, el proceso inverso al de derivacién, con la

diferencia de que si una funcién f(x) tiene derivada ésta es Unica, mientras que si una
funcidén f(x) tiene una primitiva, tiene infinitas primitivas.

Integracion [2]



Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

F(x)+C  Cdlculo de primitivas f(x) Derivacién f (%

Infinitos resultados Re sultado unico

2. Integral indefinida

< DEFINICION:
Se llama integral indefinida de la funcion f(x) al conjunto de todas sus primitivas. Se
simboliza por:

| fooydx = Fx)+ €
siendo F(x) una primitiva cualquiera de f(x) y C una constante.
La expresion f(x) dx se lee "integral de f(x) diferencial de x".
La funcidnf(x) se llama integrando o funcién subintegral.
La diferencial de x, dx, indica que x es la variable de integracion.

F(x)+C es la solucion general y C la constante de integraciéon. Para cada valor de C se
obtiene una primitiva def(x) o solucion particular de la integral indefinida.

EJEMPLOS:

a) | 3dx=3x+C b) | edx=e*+C

3. Propiedades de la integral indefinida

Las propiedades siguientes son consecuencia directa de la definicién de integral
indefinida.

1. La derivada de la integral de una funcion es la propia funcion:

[ fo0ax] =0

2. La integral de una suma de varias funciones es igual a la suma de las integrales de cada
una de lasfunciones:

[lf0 + g0 lax = | fooax + | gx)ax

EslEMPLO: [(e*+x)dx = | e*dx+ | xdx=e*+2x2+C
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3. La integral del producto de una constante por una funcion es igual al producto de la
constante por la integral de lafuncion:

| k- fooydx = k- | foxyax

EJEMPLO: f 5e*dx=5- j e*dx=5e*+C

4. Integrales inmediatas

Las integrales inmediatas son las que se obtienen directamente teniendo en cuenta
las reglas de derivacién.

La tabla siguiente muestra una lista de las integrales inmediatas mas usuales.

INTEGRALES INMEDIATAS

Funciones elementales Funciones compuestas
[dx=x+cC | fdx = f) + €
fx”dx:’,‘:ll+c; n+-1 f[f(x)]"-f’(x)dx=%+c, n+-1
[ dx=Inlx| +C ];((XX))dx=In|f(x)|+C
f eXdx=e*+C j e . f(x)dx = e +C
[a*dx=-+C;a>0,a#1 [ af® . f(x)dx=a® .1 +C
| Lax=2/x+cC J 7 f 00dx=2.f00) +C

La justificacion de esta tabla es inmediata: basta con derivar las funciones solucion
para obtener las funciones subintegrales.

5. Diferencial de una funcion en un punto

Sea y=f(x) una funcién derivable en el punto de abscisa a.
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El incremento o variacién de la funcidn f en el punto de abscisa a es:

Af(a) = fla+h) —f(a)

En la figura 1, el incremento de la funcién viene representado por BD. En dicha figura se ha
trazado la recta t tangente a la curva representativa de la funcion f en el punto de abscisa a.

y = f(x)

fla+h)

|

/ Af(a)

i df(a)

f(a) V

/[a a+h

El valor BC se llama diferencial de la funcidon y=f(x) en el punto de abscisa a, para el
incremento h de la variable independiente. Se simboliza por df(a) o dy.,.

La diferencial de una funcién y=f(x) en un punto de abscisa a para un incremento h de la
variable independiente es, pues, es el incremento correspondiente a la recta tangente a la
curva representativa de la funcion f en el punto de abscisa a.

Sabiendo que la pendiente de la tangente a la curva en el punto a, esf’(a), se tiene:

df(a)=f(a)-h

Observamos que df{a) es una buena aproximaciéon de Af(a@) si el incremento h de la
variable independiente es muy pequefio.

Para la funcidn g(x) = x se tiene:

dg(a)=da=g'(a)-h=1-h=nh
Es decir: da=h

Por tanto, la diferencial de una funcién y=f(x) en el punto de abscisa a, para el incremento
h =da, de la variable independiente, se puede expresar como:

Integracion [5]



Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il

df(a)=f(a)-da

Si, en lugar de un punto de abscisa a, se toma un punto genérico de abscisa x, la diferencial
de la funcién vendra dada por:

df(x) = f (x) - dx

Despejando f'(x) en la expresidn anterior:

dfix)

fl(x) = Tdx

se obtiene la derivada de una funcién como un cociente de diferenciales, que es la notacion
utilizada por Leibniz.

Si F(x) es una primitiva de f(x), entonces F'(x)=f(x) y dF(x)=f(x).dx. Esta es una de las razones
por las que la integral indefinida de la funcién f(x) se escribe como:

| fx)dx
OBSERVACION

El incremento vy la diferencial de una funcion dependen de la abseisa x del punto considerado asi como del
incremento h de la variable independiente; es decir, ambos dependen de dos variables. Por ello, de fortna
rigurosa habria que denotarlos por Af (x, h) y d f (x, h), respectivamente. Sin embargo este rigor en el concepto
supera los objetivos de este curso, por lo que continuaremos usando la notacion df (x) = f'(x).h o bien d f (x) =

f'(x).dx.

6. Métodos de integracion

Los métodos de integracion tienen por objeto resolver integrales no inmediatas.
Son unos procedimientos mediante los cuales se transforma la integral propuesta en una
integral inmediata o mas facil de calcular.

6.1. Integracion por descomposicion

Consiste en hacer transformaciones algebraicas elementales (por ejemplo: operar
en el integrando, multiplicar y dividir por una constante, etc.) y aplicar las propiedades 2 y 3
de la integral indefinida, de manera que la integral dada se pueda descomponer en
integrales mas sencillas o inmediatas.

EJEMPLOS:
(a) j(9x2 +6x+1)dx=9[x%dx+6 [ xdx+ | dx=3x3+3x>+x+C
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(b) | 2t gy — [[342 — L ]dx=3[dx+5]% 4] x2dx=
:3x+5ln|x|+7+C

6.2. Integracion por sustitucion o cambio de variable

Consiste en transformar el integrando en una integral inmediata o mas facil de
integrar, mediante un cambio de la variable.

El éxito o el fracaso del método depende de que el cambio de variable haya sido
acertado o no. En general, podemos decir que si el cambio de variable ha sido adecuado se
consigue simplificar la integral; por el contrario, si la integral se complica debemos pensar

gue el cambio de variable no ha sido afortunado.

EJEMPLOS:
(@) | 2 =[%=nlt|l+C=Inlx-2]+C

Hacemos el cambio de variable: t=x-2
Diferenciando: dt = dx

(b)§e5"dx:fef-%dt:%-ef+C:%-e5X+C

Hacemos el cambio de variable: t = 5x
Diferenciando: dt = 5.dx = dx = <dt

6.3. Integracion de funciones racionales sencillas

Para integrar funciones racionales (division de funciones polindmicas) se sigue el
proceso que se detalla a continuacion.

A
Sea la integral j %dx, donde A(x) y B(x) son dos funciones polindmicas.
Distinguiremos dos casos:

¢ Siel grado de A (x) es menor que el grado de B(x):

1. Se descompone la funcion % en suma de fracciones simples. Para hacer esto, se
procede asi:

1.1. Se descompone B(x) en factores irreducibles. Puede suceder que las raices de
B(x) sean reales o complejas, simples o multiples. Sélo trataremos el caso de raices
reales simples.
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Suponiendo que las raices encontradas sean xi, X2, X3, ...., X, la descomposicion de
B(x) es:

B(x) = (x - x1) . (x - X3) . (X - X3) .... (x-X,). a,siendo a, el coeficiente del término de
mayor grado.

A
1.2. La funcién %se puede descomponer asi:

A(X) A1 Az A3 An
B(X) - X—X]_ + X—X2 + X—X3 + (X_Xn) dn

Los numeros A1,A,,As, ..., A,se puede hallar por el método del "valor numérico",
tal como se indica en el ejemplo siguiente.

2. Se calculan las integrales de las fracciones simples obtenidas que son casi
inmediatas.

EJEMPLO: Calcula | —22—dx

x2-3x+2

1. Descomposicion de la funcién en suma de fracciones simples:

Xx2— 3x+2

1. 1. Descomposicién en factores del polinomio x? — 3x + 2:

Para hallar las raices del polinomio x? —3x+ 2 resolvemos la ecuacién x> —3x+2=0
obteniendo como resultado x=1 y x=2.

Porlo que: x2—3x+2=(x—-1)-(x—2)

1.2. Descomposicion de la funcién en suma de fracciones simples:

x2-3x+2
201 _ A, B _ Alx=2)+8(x-1)
x2-3x+2 ~ x-1 x-2 — x2—3x+2

AX)=2x+1=A(x—-2)+B(x—1)
Calcularemos A y B por el método del valor numérico:
A(1)=3=-A=>A=-3; A2)=5=8B

Z.Célculodef 2y = fX_T31dx+§XTSZdX=—3|n|X—1|+5|n|X—2|+C

Xx2-3x+2

¢ Siel grado de A (x) es igual o mayor que el grado de B(x):

1. Se divide A(x) entre B(x), obteniéndose un cociente C(x) y un resto R(x) cuyo
grado es menor que el grado de B(x).

A A R
La fraccion ng se puede expresar asi: 383 C( ) ng
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A(x
2. Se descompone la integral f %dx en la suma de dos integrales:

AX) R(x)

B(x) jC( )d +.§ B(x)

La integral j C(X)dX se calcula facilmente por ser la integral de un polino mio.

R(x)
3. Secalcula laintegral s de por el método seguido en el caso 1.

3x345x
EJEMPLO: Calcula f ol
1. Divisidn de A (x) = 3x° + 5x por B(x) =x*-x- 2:
Cociente: C(x) =3 x+ 3
Resto: R (x) =14x+ 6

3% gy = [(3x+ 3)ddx + | 22 gy = 3x2 4 3+ | L gy

Xx2—x-2 Xx2—x-2 Xx2—x-2
14x+6
3. Calculo de la mtegralj 2 2dX por descomposicion de X2—x_p €N suma de

fracciones simples:

14x+6 e B A(X+1)+B(X 2)
xX2—x=2 2 X2—x-2

= 14x+6=Ax+1)+B(x—2)
Six=-1 >-14+6=-3B=>B="+

Six=2 =228+6=3A=> A=

j%d":% P 3 Hnx—2|+2Inlx+1]+C

Por lo tanto:

3
j‘3x +5de 2+3X+ |n|x 2|-|- |n|X+1|+C

Xx2—x=2

6.4. Integracion por partes

Sean u y v dos funciones derivables en un intervalo [a, b].
Diferenciando el producto, u . v, de dichas funciones, resulta: d(u.v)=udv+vdu

Integrando los dos miembros de |la ecuacion anterior, se obtiene:u-v= j u- dv+§ v-du
De donde se obtiene la siguiente formula de integracion por partes:
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ju-dv=u-v—jv-du

Este procedimiento permite calcular la integral fu - dv, conociendo la integral fv- du.

Por tanto, el método sera util cuando la segunda integral sea mas facil de resolver que la
primera.
En algunos casos, es necesario aplicar el método de integracidn por partes varias veces

hasta conseguir que la integral sea inmediata o reducible a inmediata.

EJEMPLOS:

(a) Calcula: f Inx dx

i u=Inx N du = ~dx
dv=dx vV=x

Aplicamos la férmula de integracidn por partes:
f Inx dxlenx—f dx=xInx—-x+C
(b) Calcula: j x - e*dx
i u=x N du = dx

I dv =e*dx v=e*

Aplicamos la formula de integracién por partes:

jx-e"dx=x-ex—jexdx:x-ex—eX+C

7. El problema del calculo del area

Sea una curva de ecuacion y=f(x), continua, positiva en el intervalo [a,b] (figura 2).

Pretendemos hallar el area S de la figura limitada por la curva, el eje de abscisas y las rectas
x=a y x=b (esta figura se llama trapecio mixtilineo).

Para ello, se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos de la misma amplitud h, mediante

. . b_
los puntos de abscisas Xo = @, X1, X2, ..., Xn—1, Xn = b siendo: h = %,
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Figura 2

El area S se puede calcular, de manera aproximada, hallando la suma de las areas de los
rectangulos de base igual a la amplitud h de cada subintervalo y de altura igual al minimo
de la funciéon en ese subintervalo (figura 3). La suma Spasi obtenida serd menor o igual que
la superficie S buscada:

$>s,=f(m1)- (x1 —x0) +f(m2) - (xa —x1) + ... + f(mp) - (xp —xp_1) =

- Zn;,f(m,-) (= xp1) = gf(m,-)-h

y=f(x)

" Xo=a ¥ x ' ' Xn=b \
Figura 3

Andlogamente, se puede calcular la suma de las areas de los rectdngulos de base igual a la
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amplitud de cada subintervalo y de altura igual al maximo de la funcion en ese subintervalo
(figura 4).

y=f(x)

i
!

" Xo=a X! x ' ' Xn=b
Figura 4

La suma S, asi obtenida sera mayor o igual que la superficie S buscada:
S<Sh=f(M1) - (x1 —x0) +f(M2) - (x2 = x1) + ... + fiM) + (X — X1 ) =

= Z;f(Mi) X —xi1) = ;f(M/‘) -h

El error que se comete al tomar $, 0 S,, como valor de S es menor que S, —S,. Podemos
demostrar que dicha diferencia depende sdélo del nimero, n, de partes en que se divide el
intervalo [a,b], y que disminuye al aumentar n, de modo que:

Limo (S, —s,) =0, es decir, Limo Sh =!7i£1;10 Sh.

Como s, <5< S, para todo n, entonces:
lims,<S<limS, = S=lims,=lim$S,
n—oo n—»oo n—oo n—0

También es vélido el razonamiento cuando la funcién tiene en [a, b] un numero finito de
discontinuidades con salto finito.

EJEMPLO:
Calcularemos las sumas superior e inferio de la regidon acotada por la gréfica de f(x) = x’y el
ejexentrex=0yx=2.

SOLUCION: Para comenzar partimos el intervalo [0,2] en n subintervalos, cada uno de
longitud

b—a 2
h="% =%
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La figura 5 muestra los extremos de los subintervalos y varios rectangulos inscritos y
circunscritos.

0 04 08 1.2 16 2

Figura 5

Puesto que f(x) es creciente en el intervalo [0,2] el valor minimo en cada subintervalo
ocurre en el extremo inferior y el maximo en el extremo superior. Por tanto, tenemos:
Extremos inferiores Extremos superiores

2(i—1) 2
n

mi=0+(-1).2=2 M, =0+j.-2=2

Utilizando los extremos inferiores, la suma inferior es:

sn—Zf(m,) h= 2[2‘1 07’ ~%=§;,,i'(i2—2i+1)=

i n(n+1)(2n+1) n(n+1)
—I_:Z;i 22""21] [ 6 -2 "'”}:

-~

8 4 4
=33 —=(2n3-3n2+n)=%-4 +35
Utilizando los extremos superiores, la suma superior es:
4 4 212 2 L 8
I
sn=§f(/vl,-)-h=§[w] = %F
= 1= 1=

8 c 8 [ n(n+1)(2n+1)

:F[Z’Q]:F[T]
i=1
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_ 4

4
- 3n3 n

8 4
(2n3+3n2+n)=5+7+735

3 3n
Si bien es cierto que la suma inferior es menor que la suma superior, también podemos

comprobar que la diferencia entre ambas disminuye cuando N — 00. y que ambas se
aproximan a 8/3.

Puesto que ambas sumas se aproximan al mismo limites, es natural definir el area de la
region como dicho limite.

8. Integral definida

El razonamiento del apartado anterior que ha dado como resultado una férmula
para el calculo del drea, se generaliza a continuacion para definir el concepto de integral
definida en un intervalo [a, b] donde la funcidn f (x) es continua y puede tomar valores
positivos y negativos.

Las sumas Sp y S, se definen del mismo modo, pero ahora estas sumas no
representan en general areas, pues la funcién puede tomar valores negativos en ciertos
subintervalos.

Si f (x) es una funcion continua en el intervalo [a, b] o que tiene un nimero finito de

puntos de discontinuidad de salto finito en [a,b] se puede demostrar, aunque nosotros no
lo haremos, que:

n n
lim sn =lim S, =lim ;f(mi)(xi —Xi-1) =lim ;f(Mi)(Xi — Xi-1)
Este limite comun se llama integral definida, entre a y b, de la funcidn f(x). Se simboliza por:

b
J f00 dx
< DEFINICION:
Sea f (x) una funcion continua en [a, b] o0 que tiene un numero finito de puntos de

discontinuidad de salto finito en [a, b].
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La integral definida, entre ay b, de lafuncion f (x) se define como:
b n n
ja fx) dx=lim 2 fm)(x;i —Xi-1) =lim 2 fIM)(x; = xi1)
=1 i=1

. b-
siendo X; —Xj_1 = 57, Xo=a ; X, =b.

a y b son los limites de integracion (a: limite inferior y b: limite superior).

b
* Sif (x) es positiva en [a, b], la integral definida jaf (x) dx es igual al area de la figura
limitada por la curva representativa de f (x), el eje OXylasrectasx=a y x = b.
* Sif (x) es negativa en [a, b], el valor absoluto de la integral definida f (x) dx es igual al

area de la figura limitada por la curva representativa de f (x), el eje OXy lasrectasx=ay
x=bh.

9. Relacion entre el area y la funcion primitiva

Sea f una funcién continua y positiva definida en el intervalo [a,b], cuya gréfica se
representa en la figura 6.

Definimos la funcidn area, S(x), como la funcidon que determina el area limitada por

la grafica de f el eje de abscisas, la recta x = a y la ordenada en un punto variable x € [a, b]
Es decir:

. X
S(x) = Area del trapecio mixtilineo(ANMD) = yaf(t) dt, siendo S(a)=0

/

P Q

M T

D
Sx)
y =)
A N [R B
T a T X X+h Ll b
Figura 6
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Sea Q un punto de la grafica de f, de abscisa x + h, préximo a M.

El area del trapecio mixtilineo (ARQD) es S(x + h) y la del trapecio mixtilineo (NRQM)
es S(x + h) - S(x).

Observando la figura 6, vemos que se verifica:

Area del rectdngulo NRTM Area del trapecio mixtilineo (NRQM) Area del rectangulo NRQP
Es decir:
fxX)-h<S(x+h)—S(x)<f(x+h)-h

Dividiendo por h:

S(x+h)—=S(x)

fO) < ——— <flx+h)
Calculando el limite:

. . S(x+h)-S . . S(x+h)-S
lim £00) <lim =522 <lim foc+ h) = £60 <lim =52 < f00)

. S(eth)-S
Como lim w = §'(x), resulta:

S'(x)=f(x)

Podemos, pues, enunciar el teorema siguiente:

¢ TEOREMA:

Sea f una funcion continua y positiva en el intervalo [a, b].

X
La funcion drea, S(x) = ja f(f) dt, del trapecio mixtilineo determinado por la grdfica
de f el eje de abscisas, la recta x = a y la ordenada en un punto variable x es una funcion

primitiva de f tal que S(a) = 0. Es decir:
S(x)=f(x) y S(a)=0

De acuerdo con este teorema, podemos escribir: S(x) = S:f(f) dt = F(x)+ C ,siendo

F(x) una funcién primitiva de f y C una constante que vamos a deter minar a continuacion.
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Como S(a) = 0, entonces:
S(a)=F(a) + C=0=>C=-F(a)
Luego:
S(x) = f( dt = F(x) - F(a)
siendo F una primitiva cualquiera de f
El area, S(b) del trapecio mixtilineo (ABCD) sera:

S(b) = ) dt = F(b) - F(a)

Se escribe también de la forma:

st) =|" f(p dt = [F))}

Podemos, pues, enunciar el teorema siguiente:

% TEOREMA:
Sea f una funcion continua y positiva en el intervalo [a, b].
El drea del trapecio mixtilineo determinado por la grdfica de f el eje de abscisas y las rectas

x=ayx=bes:

{7 f0) dx = [F0) 1% = F(b) — F(a)

a

siendo F una primitiva cualquiera def
Esta expresion se conoce con el nombre de Regla de Barrow.

EJEMPLO: Hallar, aplicando la regla de Barrow, el drea limitada por la pardbola y = x?, el
eje de abscisas y la recta x = 2 (figura 7)

. 2 372
— 2 =X | =2
Area—fox dx—[3]0—3

Obsérvese que este resultado coincide con el del ejemplo del epigrafe 7.
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0 1 2
Figura7

10. Regla de Barrow

La regla de Barrow obtenida para el cdlculo del area, se puede generalizar para hallar la
integral definida de cualquier funcién continua.

** REGLA DE BARROW:
Sea f unafuncion continua en el intervalo [a, b] y sea F una primitiva cualquiera de f definida
en [a, b].

La integral definida, entre a y b, de la funcion f es el numero real F(b) - F(a). Es decir:

[ foxyax = [FG012 = F(b) — F(a)

4
EJEMPLO: Calcular la integral definida: L 2x dx

Calcularemos, en primer lugar, la integral indefinida: f 2xdx=x*>+C

De acuerdo con la regla de Barlow, la integral definida sera:

f:2xdx:[x2]§:42—22:16_4:12
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11. Funcion integral definida

< DEFINICION:
Si f es unafuncion continua en [ a,b] que tiene primitivas.
Podemos definir la funcion A talque a cada x € [a,b] le corresponde la integral definida,
entreayx, def:
Aix— AX) = [ f(t) dt =)} = F(x) - F(a)
La funcion A(x) se llama funcidn integral definida.
EJEMPLO: Calcula la funcion integral definida: f; 3t2 dt

[ 3t dt=113=x*-8

12. Propiedades de la integral definida

Sean fy g dos funciones que admiten primitivas en un intervalo I.
Sean a, b y c tres puntos del intervalo | tales que a <c b.

Se verifican las propiedades siguientes:
1. 7 00 dx = [ 00 dx+ [ f0) dx

2. |7 fx) dx == [ ¥ fx) dx

3. [ k-f00 dx =k- [ fx) dx

b b b
4.§ (f0)+g00 dx =[_ fx) dx+ [ glx) dx

13. Aplicaciones de la integral definida al calculo de areas
planas

La regla de Barrow permite calcular el drea de figuras planas limitadas por graficas de
funciones.

Distinguiremos varios casos:

Integracion [19]
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1. Area limitada por una curva, el eje OXy las rectas x=a y x = b:

a) Si f tiene signo constante en [a, b] (figura 8):

Figura 8

y =fx)

y = f(x)

b
Enestecaso: S= Uaf(x) dx‘

EJEMPLO: Hallar el rea limitada por la parabola f(x) =x%+x—6 y el eje OX.
Hallamos, en primer lugar, los puntos de corte de la pardbola con el eje OX. Para ello,
resolvemos el sistema:

y=x>+x-6
y=0
cuyas soluciones son los puntos (-3, 0) y (2, 0). La representacion grafica aproximada de la

funcion es la de la figura 9. Tenemos que calcular el area, S, de la zona sombreada:
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S= H:(X2+x—6)dx‘ = [§+X—;_6X]2 ‘ —

125

8 , 4 27, 9 125
:|(§+E—12)_(_T+?+18)|:|T|: 6

b) Si f cambia de signo un nimero finito de veces en [a, b ] (figura 10):

b c d
a ' N

Figura 10

e

En este caso se calculan las dreas de los distintos intervalos, siendo el area, S, total igual a la
suma de las areas:

S= jzf(x)dx‘ + ‘ j;f(x)dx‘ + ‘ jjf(x)dx‘ + ‘ j;ﬂx)dx‘

EJEMPLO: Hallar el drea limitada por la curva f(x) = x*> —x y el eje OX.

Hallamos, en primer lugar, los puntos de corte de la curva con el eje OX. Para ello,
. Y= x°—x
resolvemos el sistema:

y=0
cuyas soluciones son los puntos (- 1, 0), (0, 0) y (1, 0).

La representacion grafica aproximada de la funcion es la de la figura 11. Tenemos que
calcular el area, S, de la zona sombreada:

IS

¥}
| IS
(e} et
"

[x__x_
R

s=|1° 60 —xax| + | [ —ax| =|[5 -], | +
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Figura 11

-0.54

2. Area limitada por dos curvas:

a) Si f y g son ambas positivas o negativas en [a, b ] (figura 12):

f(x)

Figura 12

[

Enestecaso: S= ‘ j:(ﬂx) —g(x))dx‘

Y

EJEMPLO: Hallar el 4rea limitada por las curvas f (x) =x2 + 1 y g(x) = —x% + 9.

Hallamos, en primer lugar, los puntos de corte de las dos curvas. Para ello, resolvemos el

sistema:
cuyas soluciones son los puntos (-2,5), (2,5).
La representacion grafica aproximada de las funciones es la de la figura 13. Tenemos que

calcular el area, S, de la zona sombreada:

S=|17+ D - | = |[7 20 -y = [[ 2 8] | = &
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g(x)

Figura 13

-4/-2 02\4 6

b) Si fy g no tienen el mismo signo en [a, b] figura 14):

F(x)
G(x)
x)
/ ®
. a(x)

\ Figura 14
( s
a \/ b

En este caso se puede aplicar también la férmula anterior:

§ =100 - gt

En efecto:

Consideremos las funciones F(x) = f (x) + K y G(x) = g(x) + K, definidas aplicando a f(x) y g(x)
una traslacién definida por el vector (O,K) de modo que F(x) > 0 y G(x) en [a,b].

Las graficas de F(x) y G(x) se representan en la figura 14.

Entonces:

s =| " - G| =| () + ) - () + 0)ax| = | () - g

Como S =S/, entonces:
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b
S= ‘ ja(f(x) — g(x) )dx
EJEMPLO: Hallar el 4rea linutada por la parabola f (x) = x? — 2 y la recta g(x) = -x

Hallamos, en primer lugar, los puntos de corte de las dos lineas. Para ello, resolvemos el
y=x2-2

y=-x

sistema:

cuyas soluciones son los puntos (-2,2), (1,-1).
La representacién grafica aproximada de las funciones es la figura 15. Tenemos que
calcular el area, S, de la zona sombreada:

Figura 15

(R

5+ 2]

S=|[L (2 =2 - a] = |62 +x-2)ae| =
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Calcula las siguientes integrales inmediatas:

11| Sdx 12 | x- ¥x - dx
1.4 [ 293 gy 15 [ <2 ax

17 [(yx = 1)(x+ /x)adx

1
1.9 [ =12 gy 5 +1jdx

2
1.10 f[m

13 |

2
de

16 (3+2%)- ax
1.8 j(\/;+m+ ﬁ)dx

2. Calcula las siguientes integrales de funciones potenciales compuestas:

2.1 [(x+1)%ax

ax
2.2 j (2x+1)3

24 | X1+ 22 dx 25 | - dx
27 | 2 28 [ Loy 29[
2.10 | —Z-dx 201 [ 2L gy

3. Calcula las siguientes integrales de tipo logaritmico:

31| Zdxy 32f5% 3.3
3'4j (1Xj5£)7l()3() 3.5 j 3x+5
37j e3X+7 38§ ag-):b
3.10 | S AX 3.11 | GrrynGen X

4. Calcula las siguientes integrales de tipo exponencial:

a1 | e¥adx a2 | e* . xdx
a4 [ et xdx a5 | x- e*8dx
a7 [ e . Ladx 48[ 4% dx

2.10 | 5%-9%dx 211 | €% Ldx

5. Calcula por partes las siguientes integrales:

Integracion

2
23 | X

ax
2.6 § X2+2x+1

< adx

4+x2

212 | 2

_2x1
X2+X+1
(x1)dx
3.6 j 3x2-6x+5

3.9 | 15 ax

X2-dx
x345

3.12

43 S=ax
a6 | Lax
2.9 [(6%)% ax
a12] ex3dx

[25]
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5.1 | xe¥ax
54 x-/x+5 dx

5.7 | x-e*dx

6. Calcula las siguientes integrales racionales:

6.1

6.4

X2-5x+6
(2x+1)ax
X2+x-6

XP—6)+7
6.7 j (1) O=2)(=3) ax

7. Calcula las siguientes integrales:

e*.ax
7.1j eX+e—X
XBax
7.7 | I2x+1dx
7.10 | & ax
x+1
7.13 f X2+2x42 ax

8. Calcula la integral definida dada:

8.1 §3(5x4 —8x3 +1)dx

83" 30(5x—2)%dx

8.5 jol(x— 3)(x2 —6x+2) dx

87j ot

8.9 jf(l + +5) dt

5.2 | In xax 5.3 | In(x+1)adx
5.5 [(1-xedx 5.6 | x-In2xdx
5.8 | =5ax 5.9 [(1-x)- e¥dx
i o e

65 [ EXlay g6 | X2 gy

IE= - BN

25 j % 3j (R-yx+1)ax

7.5 Z”’X 76 [ - /¥ +3dx
7.8]%}350’)( 7.9 [ x-53 . dx

7.1 | Edx 7.2 | g ax
714 [ 2 at 7.15 | (X3 + x2)ax

8.2 f?(ﬁ +x_73>dx

1
8.4 fo 2xe* L

4 =
8.6 ), “=dx

6 X
88 |, —d

8.10 f (e'—e™) dt

In0’5

9. Un estudio indica que dentro de x meses la poblacién de un cierto pueblo estara

creciendo al ritmo de [2 + 6ﬁ] personas por mes. ¢En cuanto crecera la poblacién del
pueblo durante los proximos 4 meses?

10. En una cierta comunidad, la demanda de gasolina esté creciendo a un ritmo de:
!
4 . 99 millones de gasolina por afio.
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¢Cudnta gasolina se consumira en la comunidad en los pr 6ximos tres afios?

11. Los promotores de una feria de distrito estiman que t horas después de la apertura a
las 9:00 AM los visitantes estaran entrando en la feria a un ritmo de:

—4(t + 2)3 + 54(t + 2)2 personas por hora.
¢Cudanta gente entrara en la feria entre las 10:00 AM y mediodia?

12. un fabricante ha encontrado que el coste marginal (ritmo de cambio del coste) es de

3g? —60q + 400 délares por unidad cuando se han producido q unidades. El coste total
de produccion de las dos primeras unidades es de 900 délares. iCual es el coste total de
produccién de la cinco primeras unidades?

13. El valor de reventa de una cierta maquinaria industrial decrece a un ritmo que cambia
con el tiempo. Cuando la maquinaria tiene t afios, el ritmo al que estd cambiando su valor
es 220-(t—10) ddlares por afio. Si la maquinaria se compré nueva por 12000 délares,
¢cuanto valdrd 10 afios después?

14. un arbol ha sido trasplantado y después de x afios estd creciendo a un ritmo de :

1+ ﬁ metros por afio.

Pasados dos afios ha alcanzado una altura de 5 metros. ¢Qué altura tenia cuando fue
trasplantado?

15. cuando tiene x afios, una cierta maquinaria industrial genera ingresos a un ritmo de

R(x) = 5000 — 20x? délares por afio y da por resultado unos costes que se acumulan a un

ritmo de C(x ) = 2000 + 10x2.
(a) éCuantos afios es provechoso el uso de la maquinaria?
(b) ¢Cudles son las ganancias netas totales generadas por la maquinaria durante el
periodo de tiempo de la parte (a)?

16. Halla el 4rea de la siguientes regiones:
(a) Region acotada por la curva y = —x? +4x — 3 y el eje OX.
(b) Region acotada por lascurvasy =x2+1 e y=2x—2entrex=-1yx=2.
(c) Region acotada por las curvas y = x3 e y= x2.
(d) Region acotada por la curvay = x(x=1)(x—2)yeleje OX.
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